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Poisson- und Exponential-Verteilung sind
wichtige Verteilungen in den Ingenieurwissenschaften.

@ Wir betrachten Ereignisse, die im Mittel A mal pro Zeiteinheit eintreten.
e Die Poisson-Verteilung P, .;(k) gibt die Wahrscheinlichkeit an,
dal ein Ereignis in einem Zeitraum der Dauer t genau k-mal eintritt.
e Die Exponential-Verteilung Q) (a, b) gibt die Wahrscheinlichkeit an,
daB die Zeit zwischen zwei Ereignissen im Intervall [a, b] liegt.
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1. Ein Beispiel

1.

Ein Beispiel
Ziele: Wir betrachten ein Beispiel und

leiten aus diesem die Formeln fir Poisson-
und Exponential-Verteilung ab.

Evacd 3«40»25

<« = » 1. Ein Beispiel

» @ [ C.H.Cap



1. Ein Beispiel

Beispiel: Donald auf Twitter

Situation:

Donald ist eine bekannte Personlichkeit auf Twitter.
Im Schnitt erhilt er A = 0.5 [Mentions/h] auf Twitter.
Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dal Donald

@ innerhalb von 4 Stunden 3 Mentions erhalt?

@ nach einem Mention auf das nichste mindestens 2 [h] aber héchstens 4 [h] wartet?
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1. Ein Beispiel

Zwischen-Uberlegung

Achtung: Ohne Zusatzannahmen ist das Problem unterbestimmt!
Zusatzannahmen machen es wieder I3sbar.
Vergleiche: Laplacesches Indifferenzprinzip.

Argument 1: Die Wahrscheinlichkeit kann von der Uhrzeit abhangen.

@ Bsp: Mittags mehr Mentions als um Mitternacht.

@ Aber:  Wir nehmen an, Donald sei weltweit in allen Zeitzonen bekannt.
Die Uhrzeit habe daher keinen EinfluBs.

Argument 2: Die Wahrscheinlichkeit kann von der Vorgeschichte abhingen.
@ Bsp: Wenn ein Tweet Mentions enthilt, dann provoziert das Antworten.
Diese Antworten enthalten wieder Mentions.
@ Aber:  Wir nehmen an, die Mentions stammen von Bots, die nur Tweets absetzen.

Sie lesen keine Tweets und reagieren nicht auf diese.
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1. Ein Beispiel
Anschauliche Herleitung Poisson (1)

Sei R(to, t1)(k) die Wahrscheinlichkeit, dal Donald im Zeitraum tg bis t;
genau k Mentions auf Twitter erhilt.

Annahme 1: Die Wahrscheinlichkeit hangt nicht von der genauen Lage des
Zeitintervalls ab, sondern nur von seiner Lange.

Daher diirfen wir die Wahrscheinlichkeit in der Form R(to, t1)(k) = P(t1 — to)(k)
schreiben.

Annahme 2: Die mittlere Anzahl von Ereignissen pro Zeiteinheit sei
unabhingig von Zeitdauer und Vorgeschichte immer gleich \.

Zerlege den Zeitraum t in n Abschnitte der Dauer h = %

Niherung:

@ In jedem kleinen Abschnitt sollen 0 oder 1 Ereignis stattfinden.

@ Mehr als ein Ereignis pro Abschnitt werden nicht betrachtet.

e Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses in einem Abschnitt sei p = A - h.
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1. Ein Beispiel

Anschauliche Herleitung Poisson (2)

Die Wahrscheinlichkeit, daB k Ereignisse in diesen n Abschnitten auftreten,
ist durch die Binomialverteilung gegeben. Sie betrigt:

(Z) p(1—p)*
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1. Ein Beispiel

Was war nochmal die Binomialverteilung? (1)

Situation:

Wir betrachten ein dichotomes Experiment.

Das bedeutet: Es sind genau zwei Elementarereignisse moglich.
Das E-Ereignis und sein Co-Ereignis.

Die Wahrscheinlichkeit des E-Ereignisses sei p.

Dann ist die Wahrscheinlichkeit des Co-Ereignisses 1 — p.

Bsp: Bestanden oder nicht-bestanden. Kopf oder Zahl.

Wir wiederholen das Experiment n mal.

Wir nehmen dabei an, dall die Wiederholungen unabhingig sind.

Binomialverteilung

Die Binomialverteilung B,.,(k) gibt die Wahrscheinlichkeit an, da bei n-facher
unabhingiger Wiederholung eines dichotomen E-Ereignisses der Wahrscheinlichkeit p
das E-Ereignis k mal auftritt.
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1. Ein Beispiel

Was war nochmal die Binomialverteilung? (2)

Die einfachen Fille sind leicht selber nachzupriifen:

k Bpa(k) k  Bpo(k) k Bps(k) k Bp:a(k)
1 p 2 p? 3 p3 4 p*
0 1-p 1 2p(l—p) 2 3p*(1-p) 3 4p*(1—p)
0 (1-p)? 1 3p(1—p)* 2 6p*(1—p)
0 (1-p) 1 4p(1-p)?
0 (1-p)*

n
Bpin(k) = . pe(1—p)"*
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1. Ein Beispiel
Anschauliche Herleitung Poisson (3)

Die Wahrscheinlichkeit, daB k Ereignisse in diesen n Abschnitten auftreten,
ist durch die Binomialverteilung gegeben. Sie betragt:

(Z) p(1—p)"*

Wir bilden nun den Grenzwert n — oo und erhalten:

i (7)o = (7) () (1-2) " -

k _ . n —k k
(G0 AT e S e T (1-”) (1—’“) _ QO

k!l n—socon n n n—o0 n n
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1. Ein Beispiel
Antwort Poisson

Wahrscheinlichkeit von genau k Ereignissen in einem Zeitraum der Dauer t:

Pxie(k) = (Akt!)k e

Es war: A\ = 0.5 [Ereignisse/h], t = 4 [h] und k = 3 [Mentions].

Daraus erhalten wir:

4 1
20 _- - _~0.18

(0.5-4)3 &
Posia(3) = e " 3(2.7)2

K
3] ~6°

Antwort: Die Wahrscheinlichkeit, dal Donald in 4 Stunden genau 3 Mentions erhalt
betragt ca. 0.18.
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1. Ein Beispiel
Anschauliche Herleitung Exponential (1)

Annahmen:
@ Donald hat seit letztem Mention y Zeiteinheiten gewartet
und in diesem Zeitraum ist kein Mention eingetroffen.
@ Dann trifft innerhalb einer sehr kurzen Zeitspanne dy ein Mention ein.

Dal y Zeiteinheiten lang kein Mention eintrifft hat eine Wahrscheinlichkeit,
die wir aus der Poisson-Verteilung zu Py, (0) = e " bestimmen.

DalR nun innerhalb einer (sehr) kurzen Zeitspanne dy genau ein Mention eintrifft,
hat die Wahrscheinlichkeit \ - dy.

Fiir die sehr kurze Zeitspanne dy ist die Wahrscheinlichkeit, daR8 zunichst y
Zeiteinheiten lang kein Mention eintrifft und dann innerhalb der sehr kurzen Zeitspanne
dy genau ein Mention eintrifft, das Produkt dieser Wahrscheinlichkeiten (weil diese
Ereignisse als unabhingig angenommen wurden): e - X\ - dy
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1. Ein Beispiel

Anschauliche Herleitung Exponential (2)

Fiir langere Zeitspannen ergibt sich die Wahrscheinlichkeit als Summe iiber viele (sehr)
kurze Zeitspannen, in die wir die langere Zeitspanne aufteilen kénnen.

Die Summe ist zu benutzen, da die Ereignisse disjunkt sind.

Als Wahrscheinlichkeit, dall die Wartezeit im Intervall [a, b] liegt, ergibt sich das Integral:
b

Qx(a, b) = /e"\y)\dy _ M _ oAb

a
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1. Ein Beispiel
Antwort Exponential

Wabhrscheinlichkeit, daR die Wartezeit von Mention zu Mention im Intervall [a, b] liegt:

Qi(a,b) = e — e

Es war: A = 0.5 [Ereignisse/h], a =2 [h] und b =4 [h].

Daraus erhalten wir:

1 1 e—1 1.7
2 4 fr— —0.5-2 — —0.5-4 = -1 — -2 = - —— = — N —— Y 023
Q5(2,4) = e y y y e € 2 (2.7)2

Antwort: Die Wahrscheinlichkeit, dal Donald zwischen 2 und 4 Stunden auf das
ndchste Mention wartet, betrdgt ca. 0.23.
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2. Poisson-Verteilung

Ziele: Wir definieren die Poisson-Verteilung
formal und betrachten einige ihrer
Eigenschaften.

2. Poisson-Verteilung

15«0 »25

» 2. Poisson-Verteilung

a
it

» @ [ C.H.Cap



2. Poisson-Verteilung

Definition und Eigenschaften

Die Poisson-Verteilung zum Parameter A\ € R™ iiber die Zeitdauer t € R™ ist die
Funktion Py.;: No — [0, 1] mit

k
P)\;t(k) — (>‘kt|) ef)\t

Eigenschaften:
@ P, ist tatsdchlich eine Wahrscheinlichkeit iiber Ny.
Insbesondere ist > 77 o Px.e(k) = 1.
e Die mittlere Anzahl von Ereignissen in einem Zeitraum der Dauer t ist A - t.
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2. Poisson-Verteilung

Nachweis der Eigenschaften

00 00 k > k
> =3 Oef ore— ey QT

k=0
—_——

—eht

Die mittlere Anzahl von Ereignissen ist definiert als die Summe {iber die jeweilige
Wahrscheinlichkeit mal dem entsprechenden Wert. Das ist:

i Pye(k) - k
k=0

Das ist aber:
— (AD)* _ G (Ar)kt M\ s AL — (At)* _
> e .k_Z(At)(k_l)!e = \te ZT_M
k=0 k=1 k=0
— At
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2. Poisson-Verteilung

Gedachtnisfreiheit der Poisson-Verteilung

Die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von Ereignissen ist unabhangig davon,
ob und wann davor bereits Ereignisse eingetreten sind.

Anschaulich: Die Verteilung merkt sich nicht, was in friiheren Zeitraumen geschehen ist.
Sie hat kein Gedachtnis.

Unabhéangigkeit ist gegeben, wenn die Wahrscheinlichkeit gemeinsam auftretender
Ereignisse gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse ist.

Ohne hier eine prazisere Form der Unabhidngigkeit zu formulieren (eine solche ist
moglich!) beobachten wir hier einfache Gleichungen, die eine solche Unabhangigkeit in
einzelnen Beispielen ausdriicken:

Pk;a(o) ) PA;b(O) = P>\;a+b(0)
Pxa(0) - Pxb(1) + Pra(1) - Pxip(0) = Pxiats(1)
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2. Poisson-Verteilung

Graph Poisson-Verteilung
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Abb. 1: Verteilungsfunktion der Poisson-Verteilung. Beachte:
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Verteilung ist, zeichnen wir sie hier interpoliert durchgezogen, um optisch besser herauszuarbeiten, daR sie unter
<

Obwohl die Poisson-Verteilung eine diskrete
bestimmten Bedingungen auch als Approximation der Normalverteilung angesehen werden kann.
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2. Poisson-Verteilung

Anwendung

Charakteristika:
@ Ereignisse treffen mit einer gewissen zeitlichen Rate ein.

@ Die einzelnen Ereignisse sind voneinander statistisch unabhangig.
@ Die Rate ist unabhingig von der Zeit.

Dann gilt:

@ Die Anzahl der Ereignisse in einem gegebenen Zeitraum ist Poisson-verteilt.
@ Die Wartezeit von einem Ereignis auf das nachste ist Exponential-verteilt.
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2. Poisson-Verteilung

Beispiele fiir die Poisson-Verteilung

Typische Beispiele:

Anzahl Datenpakete, die zum Versand bei einem Router eintreffen.
Anzahl Zugriffe auf einen Webserver.

Anzahl Kiufe auf einem Webshop.

Anzahl Tippfehler einer Schreibkraft pro Seite.

Anzahl Kunden, die pro Stunde ein Kaufhaus betreten.

Anzahl Blitze, die pro Jahr eine Fliche bestimmter GroRe treffen.

Beachte: Das gilt nicht immer ganz streng!
Bsp: Zu Beginn und gegen Ende des Arbeitstags wird eine Schreibkraft
vermutlich eher etwas mehr Fehler machen.

Die Anwendung ist daher meist als (oft gutes) Modell zu verstehen.
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2. Poisson-Verteilung

Kritik am Modell der Poisson-Verteilung

Am Beispiel der Datenpakete:
o Zeitabhingigkeit der Wahrscheinlichkeit
Bsp: Beginn oder Ende einer Kauf-Session bei Amazon.
o Statistische Abhangigkeit der Datenpakete.
Bsp: Retransmission, Protokoll-Mechanismen,
Ubertragung mehrerer Pakete pro Request, usw.
e Erzeugender Prozel} viel komplizierter.
Bsp: Nicht ein ProzeB, sondern mehrere (Surfer, Mailer, Server, usw.) die Traffic
nach unterschiedlichsten, voneinander abhangigen Vorgangen erzeugen.
e Systemeffekte werde vernachlissigt.
Bsp: Ein Paket erzeugt Folgepakete (ARP, DNS, HTTP-request, HT TP-reply).

Daher: MuB andere, viel komplexere Verteilungen betrachten.
Aber: Dann oft nur mehr Simulation statt geschlossener Lsung.
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3. Exponential-Verteilung

Ziel: Die Exponential-Verteilung beschreibt
einen anderen Aspekt des
Poisson-Verhaltens.

3. Exponential-Verteilung
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3. Exponential-Verteilung
Verteilungsfunktionen

Wir betrachten einen Poisson-ProzeR zum Parameter ).

Exponential-Verteilung: Kontinuierliche Verteilung.
Wahrscheinlichkeit, dall die Wartezeit im Intervall [0, x] liegt:

Ry(x)=1—e ™= /,o(x)dx

Wahrscheinlichkeit, daR die Wartezeit im Intervall [a, b] liegt:
b

Qr(2,b) = e — e b — Ry (b) — Ry(a) = / p(x)dx
Dichte der Exponential-Verteilung:
pa(x) = Ne ™ firx >0
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3. Exponential-Verteilung
Exponential-Verteilung

0 0.5 1.5 2

X =

Abb. 2: Exponential-Verteilung. Abb. 3: Dichte-Funktion der Exponential-Verteilung.
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