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Kommunikation entsteht durch Signale in Raum und Zeit:

© Sender stellt Information als physikalischen Zustand
im Raum-Zeit-Geflige dar.

@ Kanal transportiert diesen Zustands innerhalb des Raum-Zeit-Gefiiges.

© Empfinger interpretiert den Zustand wieder als Information.

Wir wollen verstehen, wie die Mathematik Signale in Raum und Zeit analysiert.

Wir wollen verstehen, wie die Informatik diese Erkenntnisse nutzen kann.
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1. Fourier Analyse 1. Fourier Analyse

1.1. Grundidee

1.2. Rechteck-Funktion
1.3. Audacity

1.4. Mathematica

1.5. Fazit

1.6. Anwendung

Die Fourier-Analyse erlaubt viele wichtige
Aussagen liber periodische Signale.
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1.1 Grundidee

Fourier-Reihe

Eine Funktion f: R — R heiRt periodisch mit der Periodendauer T
(oder: mit der Frequenz v = +), wenn gilt:

Vx eR:f(x)=Ff(x+T)

Jede periodische Funktion f: R — R mit hinreichend normalem Verhalten kann als
gewichtete Summe der konstanten 1-Funktion und der periodischen Grundfunktionen
Sinus und Cosinus approximiert werden, deren Periode ein ganzzahliger Bruchteil der
Periodendauer von f ist. (deren Frequenz also ein ganzzahliges Vielfaches der Frequenz
von f ist).

Periodische Funktionen sind em im wesentlichen Summen von Sinus und Cosinus.

Was hinreichend normales Verhalten und approximiert genau bedeutet, ist Gegenstand
der sogenannten harmonischen Analysis in der Mathematik. Typischerweise geht es um
Stetigkeit, Differenzierbarkeit, stiickweise Stetigkeit usw.
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1.1 Grundidee
Formeln der Fourier-Reihe

Darstellung der Funktion als Fourier-Reihe:
o) n 00 n
f(t) =c+ nz:]- an sin <27T?t> + nz:]- bn - COS (271'?1.')

Berechnung der Koeffizienten:

-
2 2 n
— -sin 27r—t> — [ f(t) - cos 277—1?) dt
an T/ bn T/ T
0 0
-
_ 1 f(t) dt
T
0
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1.2 Rechteck-Funktion

Periodische Rechteck-Funktion

_2 I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

X
Abb. 1: Rechteckfunktion der Periode T =1 [s], der Frequenz v = 1 [Hz] und der Kreisfrequenz w = 2- 7 [rad/s].

Achtung: Die Rechteck"funktion", wie sie hier gezeichnet wurde,
ist eigentlich gar keine Funktion.
Denn: Welchen Wert hat sie bei x = 17
Hier: Idealisiertes Bild eines "unendlich schnellen" Anstiegs.
Mathematik: Lost das: Wert 0, stiickweise Stetigkeit, L2 Funktionenraum.
Ingenieure: Uberlassen das Problem groRziigig der Mathematik.
IEYaQQ ] 7<«o»54 <« E>» 1. Fourier Analyse 1.2. Rechteck-Funktion «E>» E[CH.Cap



_2 | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35
sin(2m - x) + ... +sin(2r - 7 - x) /7
2 T T T T
1 -
0
1 VI
_2 | | | | |
0 0.5 1 1.5 2

|
2.5

Evacd

8«0 »54

|
3 35

< E » 1. Fourier Analyse

1.2. Rechteck-Funktion
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Abb. 2: Approximation der Rechteck-Funktion durch ihre Fourier-Reihe.

Approximation der Rechteck-Funktion (1)
sin(2m - x) +sin(27 - 3 - x)/3
T T T T 2

sin(2m - x) +sin(27 - 3+ x)/3 + sin(27 -5 - x) /5

| |
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...+sin(27-9-x)/9
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Approximation der Rechteck-Funktion (2)

sin(2m - x) + ... +sin(27 - 11 - x)/11 sin(2m - x) 4+ ... +sin(27 - 17 - x) /17
2 T T T T 2 T T T

2 ‘ ‘ ‘ ‘ Immer bessere Ann3herung
1k . " A n y o an die Rechteckfunktion.
0 ‘ ] { ] ‘ i Uberschwingen nach dem Anstieg:
Sog. Gibbsches Phdnomen.
—1F v \ Ll v LA v
Mit hoheren Frequenzen immer besseres
2 | | | | \ \ Nachempfinden des steilen Anstiegs.

|
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Abb. 3: Approximation der Rechteck-Funktion durch ihre Fourier-Reihe.
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1.3 Audacity

Beispiel: Rechteck-Schwingung mit Audacity (1)

© Generieren einer Rechteck-Schwingung
mit 100 [Hz] auf Audacity.

@ Anzeige des Spektrums.

© Abgleich mit unserer Theorie.

Abb. 4: Rechteck-Schwingung auf Audacity.
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Frequency Analysis

SHe 4z 4T B 77 B 0M 1@ T8 2o 3 0 40 GOz 6OHz | BOWz 100He 190M: THDRZ 20T %00z | 400HZ B00HZ 700 G000z 000z 1000 2000072
Cursor: 744 Hz (F#5) = -113 dB. Peak: 700 Hz (F5) = -16.3 dB @ Grids
Aot Spectrum B sie: 16380 Export
Function: | Hanning window Axis:Log freauency Replo,

Abb. 5: Ergebnis des Spektralanalyse bei Audacity. Problem: Sie sieht gédnzlich anders aus, als wir es aufgrund
der Theorie erwartet hatten.
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1.3 Audacity
Analyse

Peaks bei 100 [Hz], 300 [Hz], 500 [Hz], 700 [HZ].
Wie von der Theorie vorhergesagt.

Aber auch einige Theorie-widrige Beobachtungen:

O Frequenz-Bander groRerer Breite statt einzelner, punktueller Peaks.
Bsp: Von 60 [Hz] bis 150 [Hz]

@ Weitere, unerwartete Peaks
Bsp: 200 [Hz], 400 [Hz], 600 [Hz]

© Frequenz-Bander auch unterhalb der erzeugten Frequenz.
Bsp: Frequenzband bei 0 - 4[Hz]

Wichtig: Bei kognitiver Dissonanz ist in der Wissenschaft stets
eine genauere Analyse zur Abklarung der Ursachen erforderlich!
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1.3 Audacity

Griinde (1)

Griinde: Eine Vielzahl methodischer und interpretativer Fehler.
@ Interpretationsfehler:
Vorhandene Anteile sind schwacher, als sie uns zunachst erscheinen,
da y-Achse eine Dezibel-Skalierung aufweist, also logarithmisch ist.
o Endlicher Bereich:

Statt periodischer Funktion f: R — R

wurde nur endlicher Wellenzug von wenigen Sekunden Dauer betrachtet.
e Auswahl diskreter Werte:

Die Funktion wird im Rechner nur fiir einige ausgewahlte Werte dargestellt.
o Berechnung des Spektrums:

Erfolgt aus Griinden des Rechenaufwands nur auf ausgewahlten Datenpunkten.
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1.3 Audacity

Griinde (2)

@ Rundungsfehler:
In jedem Rechenverfahren auf reellen Zahlen passieren Fehler.

@ Sampling Fenster:
Um die genannten Effekte gering zu halten, nutzt man sogenannte Sampling Fenster.
Das Sampling Fenster selber erzeugt aber wiederum Artefakte.

Fazit: Das in Audacity implementierte Verfahren heillt im Meniipunkt zwar "Plot
Spektrum" macht aber im Detail etwas anderes als die Darstellung der Frequenzanteile
einer periodischen Funktion.

Anwendungsbereich: Die Funktion auf Audacity ist fiir zeitlich variable, mit einem
Mikrofon aufgenommene Tonsignale endlicher Dauer gedacht.

Variables Spektrum: Das Spektrum bei Audacity dndert sich. Es geht also um das
zeitlich lokale Spektrum innerhalb eines kurzen Zeitintervalls. Das Spektrum bei der
Fourier-Reihe hat ganzlich andere Sichtweise.
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1.4 Mathematica

Rechteck-Funktion

Plot[SquareWave[z], {z, —3, 3}]

1.0

0.5
Outf=]=
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Abb. 6: Mathematica plottet die Rechteckfunktion sehr zutreffend.

1.4. Mathematica
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1.4 Mathematica

Symbolische Auswertung

Fct[x_] = FourierSinSeries[SquareWave|z], z, 35, FourierParameters — {1, 2Pi}|
4Sin[27z] 4Sin[6mz] 4Sin[107x] 4Sin[147x]

™ + 3m + 5T +
4Sin[307x 4Sin[34mx

1[57r : + 1[77r :

T
4Sin[587 x| + 4Sin[627x]
29

9

+ 4Sin[187x] + 4Sin[227x] + 4Sir1[32§7m:] +
197

117
+ 4Sin[387x] + 4Sir;[{15‘n’x] + 4Sir;[§)l7?7rw] + 4Sin[507z] +
4Sin[667 x| 48in[707z]
31m + 33w +
Plot[Fct[z], {z,0,2}]

25T
35T

4Sin[54mx]
27w +
dieser Reihe.

Abb. 7: Mathematica kann die Integrale auch symbolisch auswerten. Im n3chsten Bild sehen wir nun den Plot
=9DaQC ] 16« o »54
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Fourier-Reihe

1.0

05

Outf «]= P P P )

T
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Abb. 8: Mathematica plottet die Fourier-Reihe bis zum Koeffizienten n = 35.
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1.5 Fazit

Fazit

Zuerst: Eigene Tikz-Plots in IATEXnach individueller Berechnung.
Dann: Audacity. War weniger geeignet.
Dann: Mathematica-Notebook nach Konvertierung nach IATEX.
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1.5 Fazit
Einsatz von Werkzeugen

Leitsatz zu Computer-gestiitzter Auswertung

Vor der Anwendung eines Computer-gestiitzten Analyse-Verfahrens mufl man
@ die theoretischen Details des Verfahrens kennen,

@ die rechentechnische Umsetzung verstehen,

© die moglichen Fehlerquellen kennen,

@ das Verfahren an Féllen testen, deren Ergebnisse man aus der Theorie kennt und

@ das Verhalten in moglicherweise problematischen Extremfallen untersuchen.

| \

Warnung

Das Unterlassen eines dieser Schritte, also die "blinde" Nutzung eines
Analyse-Verfahrens ist ein grober systematischer Fehler im wissenschaftlichen
Arbeiten (der im Zeitalter der Digitalisierung leider immer haufiger vorkommt).
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1.6 Anwendung

Opennet-Initiative

Verein zur Forderung 6ffener Wlan-Netze.

Anfang 2005 auf Initiative des Lehrstuhls luK gegriindet.
Verbund von Wlan-Knoten, primar in der KTV.

Mehr Informationen https://opennet-initiative.de/.
Diverse Forschungsarbeiten zur Link-Qualitat.

Frage: Wie dndert sich Link-Qualitit im Zeitverlauf.
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https://opennet-initiative.de/

iI=vaqe [ 21«0 »rba <

Karte/Opennet Gesamt

Karte in Vollbild &

AP 1.34 biz

Kampanistenviettel

Gerat -

Honsekaserne.
Link Quality AP1.34 day

1@

Hhnsavierte|

Keperg,
BT

[
8060 05:00 12:00 18:00

min: 0,943 avg: 1,000 max: 1.0|
ated on 18.November 2020 21:35:04

Abb. 9: Netzmonitor der Opennet
Initiative Rostock als Screenshot.
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Path-LQ im Zeitverlauf

Path-LQ im Zeitverlauf (interpoliert)
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Abb. 10: Path-LQ Signal im Zeitverlauf. Quelle: Diplomarbeit Till Wollenberg: Untersuchungen zur Vorhersag-
barkeit von Interferenzen in einem Mesh-Netzwerk, Universitat Rostock, 2010. ©
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1.6 Anwendung

Path-LQ nach Fourier-Analyse

Periodenspektrum

T T T T T T T T T

0.045

0.04 - b

0.035 b

0.025 - b
0.02 i

0.015 i

Amplitude (normiert)

"4 n 1 P o ’ L ‘ L L |
48 60 72 84 96 108 120 132 144 156 168
Periodenlange (Stunden)

Abb. 11: Die Fourier-Transformierte des vorangegangenen Bildes weist einen prominenten Frequenzanteil bei T =
24 [h] auf, der bei Verstandnis der menschlichen Lebensweise leicht zu interpretieren ist. Quelle: Ders. ©
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2. Nyquist-Theorem

2.1. Mechanismen des Abtast-Theorems 2. Nyquist-Theorem
2.2. Anwendungen des Abtast-Theorems

Mit dem Nyquist-Theorem bestimmen wir
die Abtastrate, die zur Rekonstruktion eines
Signals erforderlich ist.
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2. Nyquist-Theorem
Abtast-Theorem von Nyquist

Nyquist-Theorem

Soll ein Signal, das maximal die Frequenz v im Spektrum enthélt, exakt rekonstruiert
werden, so mull es mit der doppelten Frequenz 2v abgetastet werden.
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Was bedeutet abtasten?

Signal Aquidistante Abtastpunkte

0.25 0.75 1.25 1.75 2.25 2.75
Abtastung alleine Rekonstruiertes Signal

1Fe T e T e |
0.5 =
ol A
_05 f— —|

—1p (] | (] | { | |

0.25 0.75 1.25 1.75 2.25 2.75

0.25 0.75 1.25 1.75 2.25 2.75

Abb. 12: Abtastung eines Signals
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Hoherfrequente und niederfrequente

0.5
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Abtastpunkte

Rekonstruktion
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Rekonstruktion
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Hoherfrequent immer mdglich!
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< = » 2. Nyquist-Theorem
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Niederfrequent aber nicht!

I ]
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Abb. 13: Interpolation durch héhere Frequenzen ist immer moglich, durch niedrigere Frequenzen aber nicht.
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Falsch-lagige Abtastung

Abgetastetes Signal Abtastpunkte

o
o
T
|

= =
0O 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

Rekonstruiertes Signal

1T e T I T s Falsch-lagige Abtastung
@ st ein Sonderfall, in dem auch die
0.5 B . PN
; 3 ; : : . konstante Funktion mdglich ist.
Ol6—o—o—o—9o—0—o @ muB in Theorie fiir den Beweis in den
Voo - P Voraussetzungen ausgeschlossen werden.
—0.5 - E PR P @ wird in Praxis kaum auftreten, da
“1h ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ o immer kleine Abweichungen vorhanden.

0 05 1 15 2 25 3
Abb. 14: Falsch-lagige Abtastung.
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Unterabtastung

Abgetastetes Signal Abtastpunkte
1 T T T E 1 T T T E
0.5 0.5 * y
0 oe B
—05 —05 ° y
10 | | | = —1h | | L =
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Rekonstruiertes Signal
TRT T N 5 Unterabtastung

@ bedeutet Abtastung mit geringerer
Frequenz als nach Nyquist erforderlich.

@ Abtastung kommt "spater".

@ Erlaubt Rekonstruktion falscher Signale
(falscher, hdherer & niederer Frequenzen)
(sog. Alias-Frequenzen).

Abb. 15: Unterabtastung.
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Uberabtastung
Abgetastetes Signal

Abtastpunkte
1 @ 1 e | e | =
0.5 - A
Ol e e e o o o
—05 1 4
—-1Q | e | | ® | | ® |}
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
Rekonstruiertes Signal
@ Uberabtastung mit einer hoheren

I=Evac D 30«0»r54

Frequenz ist unkritisch.

Abb. 16: Uberabtastung.
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Komplexere periodische Signale

T T T T T T L L L

sin(27 - x) + sin(4m - x)/2
------- sin(27 - x)
------- sin(4m - x)/2

—150L1 | | | | | |
0 025 05 075 1

| | | | | |
1.25 15 1.75 2 225 25 275 3

Abb. 17: Das Konzept funktioniert auch fiir Signale, die periodisch sind, aber nicht "strenge" Sinus- oder Cosinus-
Form haben — so lange die Abtastfrequenz hoch genug ist. Das ist der wesentliche Punkt des Theorems,
den wir aber in den vorangegangenen Beispielen zunichst nicht herausgearbeitet haben. Die Méglichkeiten und
Unmédglichkeiten trigonometrischer Interpolation wird von unserem Gehirn bei komplexeren Signalen nicht mehr so
leicht erkannt. Hier ist das Signal Summe der beiden punktierten Teilsignale. Die Abtastung erfolgt hier also genau
mit der Nyquist-Frequenz als dem doppelten der vertretenen maximalen Teilfrequenz.
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2.2 Anwendungen des Abtast-Theorems

Anwendung: Telefonie

Aufgabe:

Bekannt ist:

Bestimme die Datenrate, die fiir Telefonie erforderlich ist.

@ Der Mensch hért im Bereich 20 [Hz] — 20 [kHz].

o Gutes Sprachverstindnis erfordert typischerweise den Bereich bis 4 [kHZ].
Nach Nyquist:

Entscheidung:

Antwort:

Beachte:

Erforderliche Abtastfrequenz: 8 [kHz].
Schalldruck mit 8 [bit] auflosen.
Die erforderliche Datenrate betrigt 64 [kbit/s].

ISDN hat pro Kanal 64 [kbit/s].

=Y 32«0»r»54 <« E» 2 Nyquist-Theorem 2.2. Anwendungen des Abtast-Theorems
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2.2 Anwendungen des Abtast-Theorems

Komprimierung durch Audio-Codecs

Beobachtung: Messungen im Labor mit Versuchspersonen

@ Mithdrschwelle: Menschliches Ohr kann eng nebeneinander liegenden Frequenzen
bei dhnlicher Lautstarke nicht mehr unterscheiden.

e Sog. psychoakkustisches Modell kennt weitere Effekt.

SchluRBfolgerung:

@ Toninformation, die nicht gehért werden kann, mu man nicht iibertragen.
@ Damit kann man die erforderliche Datenrate reduzieren.

Technische Umsetzung:

@ VolP geht auch mit geringeren Datenraten als bei ISDN verfiigbar.

@ Musik-Speicherung im MP3 Format braucht weniger Speicherplatz
als das WAV Format, das die Psychoakkustik nicht nutzt.

i=EYaQCJ 33«o»r»54 <« E>» 2 Nyquist-Theorem 2.2. Anwendungen des Abtast-Theorems <

it
v
]

[0 C.H.Cap



2.2 Anwendungen des Abtast-Theorems

Bedeutung des Abtast-Theorems

Exemplarische Betrachtung mathematisch-physikalischer Mechanismen der
Kommunikation.

Erkennen der Bedeutung der Frequenz als Modus der Kommunikation.

Abschatzung von Datenraten, die fiir Signaliibertragung erforderlich sind.
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3. Storungen

Storungen erkliren, warum ein
physikalischer Zustand uner Umstanden
ganz anders ankommt, als er abgesendet

3. Storungen
wurde. Storungen kdnnen die libertragene
Information veréndern.

=vaCc [ 35«0»54

« =

» 3. Stoérungen

a
it

» & [IU C.H.Cap



3. Storungen

5 wichtige Storungen

@ Dimpfung

@ Rauschen

© Einstreuung

@ Bandlimitierung
© Verzerrung
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3. Storungen

Dampfung

Dampfung
= ‘ ‘ ‘ - Dampfung bedeutet Abschwachung des
05l | Signals.
ol | Sie entsteht durch Widerstande, meist durch
_o05 | i zu lange Leitungen.
-14 | | | E Diampfung wird meist auf der sog.

0 0.5 ! L5 2 Dezibel-Skala ausgedriickt.

Abb. 18: Durch Dampfung entsteht aus dem blauen Sig-
nal das rote Signal.
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3. Storungen

Dezibel-Skala: Motivation

Die Einheit Dezibel bedeutet, daR ein Verhiltnis angegeben wird
zu einer nicht ndher angegebenen, implizit klaren GrundgroRe.

Lineares System: Wenn aus dem Eingang x der Ausgang y wird
dann wird aus dem Eingang kx der Ausgang ky.

Lineare Systeme realisieren ein festes Verhaltnis A von Eingang zu Ausgang fiir jeden
Eingang — GrundgroRe mul gar nicht mehr festgelegt werden.

Nachteil:
@ Absolute Werte werden recht groB.

o Fokus auf die "GroRenordnung" (meint meist 10-er Exponent) miRlingt.
@ Hintereinandergeschaltete Systeme erfordern Multiplikation
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3. Storungen

Dezibel-Skala: Definition

Idee: Verwende statt Faktor den Logarithmus des Faktors
Hier: logiq
Einheit: [bel] (zu Ehren von Alexander Grahma Bell)

Gebrauchlich ist die dezi- Form davon: Das [dB] oder Dezi-Bel.

Beim natiirlichen Logarithmus nennt sich die Einheit [Np] oder Neper (sic!)
nach John Napier.
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3. Storungen

Dezibel-Skala: Haufig auftretende Werte

Dezibel Verhaltnis

30 [dB] 1000
20 [dB] 100
10 [dB] 10
3 [dB] 2

1 [dB] 1.26

0 [dB] 1
10 [dB] 0.1
20 [dB] 0.01
30 [dB] 0.001

Tab. 1: Haufig auftretende Werte der Dezibel-Skala.

Das Vorzeichen der Dezibel-Skala hdngt davon ab,
ob man eine Verstarkung oder eine Dampfung betrachtet.

Beachte: Dampfung um Faktor 2 ist "Verstarkung" um Faktor 0.5.
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3. Storungen
Leistungsdampfung und Spannungsdampfung

Situation: Ubertragung eines elektrischen Signals: Leistung fillt von Py auf P,.
Dampfung ist a = 10log;q ( ) [dB].

Alternativ: Berechnung aus der Spannung.

Esist P = U - | (Definition) und / - R = U (Ohmsches Gesetz)

Also: | =Y und P=U-1=Y

Somit:
U2

&—(?1>—U—12 und o ﬂ =lo ﬂz =2lo, ﬂ
P, (ﬁ) = U22 g10 P, €10 Uy = g10 Uy
R
Dampfung ist a = 20log;q ( ) [dB]

Dampfung kann iliber die Leistung oder liber die Spannung berechnet werden. Die
Formeln unterscheiden sich um einen Faktor 2, sind aber zueinander konsistent.
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3. Storungen

Rauschen
Thermisches Rauschen:
Die Warmebewegung der Elektronen bewirkt
Ladungsverschiebungen.

Diese bewirken elektrische Storungen.
Mathematisch prazisere Beschreibung als w w ‘v
\. WAl il i

ZufallsprozeR moglich.

Beschreibung:

Grobe Charakterisierung typischerweise
durch Angabe der Leistung

in den jeweils beteiligten Frequenzen des
Storsignals.

d i

Abb. 19: Typisches Rausch-Signal.
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3. Storungen
2 Modelle des Rauschens

Weilles Rauschen: Analogie zu weilem Licht: Alle Farben gleich stark vertreten.

Formal: Jede Frequenz tragt gleich stark zur Rauschleistung bei.
Aber: Es gibt unendlich viele Frequenzen — unendlich viel Rauschen
Besser: Jedes Intervall tragt gleich viel zur Rauschleistung bei.
Beispiel: [20, 40] [Hz] ebensoviel wie [10'000, 10'020] [Hz]
Wieder: Es gibt unendlich viele Intervalle — also unendlich viel Rauschen.
Daher: Einfiihrung einer oberen Grenzfrequenz.
Rosa Rauschen:  Bestimmte Frequenz(bereiche) starker vertreten.
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3. Storungen
Einstreuung

Neben dem Rauschen kénnen auch andere Signale von auBen einwirken.
Die Abgrenzung zum Rauschen ist flieBend.

Nahnebensprechen (sog. Cross Talk).
Storung durch induktive Koppelung an parallel laufende Leitungen.

Netzbrumm: Stérung durch induktive Koppelung an 50 [Hz] Wechselstrom.

Impuls St6érung: Stérung durch StromstoR beim Anschalten von Geraten.
Bei Eisenbahn und Industriehallen werden hohe Lasten geschaltet.
Kommunikation daher dort iiber Glasfaser, da diese besser geschiitzt sind,
denn im (deutlich hoheren) Frequenzbereich des Lichts

ist Dampfung durch Ummantelung viel besser.
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3. Storungen

Einstreuung in Form von Spikes

100

Ll

80

60

40

20

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Abb. 20: Typische Spike-Einstreuungen.
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3. Storungen

Bandlimitierung

Dampfung ist typischerweise bei hoheren Frequenzen starker.

Ab einer bestimmten Frequenz wird (praktisch) kein Signalanteil mehr iibertragen.
Man spricht von der sogenannten Grenzfrequenz.

Ein Ubertragungssystem erzeugt eine frequenzabhingige Dimpfung. Es wirkt wie ein
Tiefpal, da es tiefe Frequenzen besser passieren |4Bt.

Die selektive Filterung der hohen Frequenzen verzerrt das Signal.

[0 C.H.Cap
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3. Storungen

4

Bandlimitierung
T T T T T T T
1 [ |
0.5 |
O - .
—0.5 -
1k -
| | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35
Abb. 21: Simulation einer Bandlimitierung. Einfiihrung mit der Frequenz ansteigender Dampfungs-Anteile auf dem
blauen Original-Signal ergibt das bandlimitierte rote Signal. Es ergeben sich langsamere Flanken-Anstiege, was die
maximal nutzbare Signalrate limitiert. Daher: Bandlimitierung begrenzt die Datenrate.
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3. Storungen

Verzerrung

Dispersion:  Signale verschiedener Frequenz breiten sich im Medium
unterschiedlich schnell aus.

Effekt: Unterschiedliche Frequenzanteile erfahren eine unterschiedliche
zeitliche Verschiebung zueinander.

Beispiel: Der 50 [Hz] Anteil kommt spater an als der 100 [Hz] Anteil
Dadurch wird das Signal auf verschieden Arten verzerrt.

Beachte: Diese Art der Betrachtung eines Signals als (Fourier-)Summe von
Frequenz-Anteilen ist (nur) gerechtfertigt, wenn der betrachtete physikalische Vorgang
linearen Gesetzen geniigt.
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4. Shannon-Theorem

Mit dem Shannon-Theorem ermitteln wir
die Datenrate eines Kanals bei einer

Storung, die sich als weiles Rauschen
beschreiben 14Rt.

4. Shannon-Theorem

= Do 49«0>54 <=
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4. Shannon-Theorem
Shannon-Theorem

Theorem von Shannon

Ein Kanal mit der Grenzfrequenz v mit Stérungen nach dem Modell des weilen
Rauschens, der ein Signal / Rausch Verhiltnis (SNR) von % hat, kann maximal die
Datenrate

D=v-log, (1 + %) [bit/s]

transportieren.

Die Shannon-Grenze gilt absolut (wenn die Voraussetzungen vorliegen).

Genauer: Komprimierung kann keine héhere Datenrate ergeben, als die
Shannon-Kapazitit angibt.
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4. Shannon-Theorem

Beispiel: Alte Telefonleitung

Aufgabe: Eine sehr alte Telefonleitung habe eine Grenzfrequenz von 3 [kHz] und ein
Signal-Rausch Verhiltnis von 30 [dB]. Bestimme die Kanalkapazitdt nach dem Theorem
von Shannon!

Das Signal-Rausch Verhiltnis von 30 [db] in ein Verhdltnis umrechnen:

10 - logqg (;) =30[dB] also logg (;) =3 also % =10°

Nach Shannon: D = 3'000 - log,(1 + 10%) ~ 3/000 - 10 [kbit/s] = 30 [kbit/s]

Da 210 = 1024 ist log,(1001) ~ 10. Genauer: log, 1001 = 9.967226258.. .. = 9.967(2)
Lésung: Die Kanalkapazitat betragt 30 [kbit/s].
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4. Shannon-Theorem
Grenzfalle

Grenzfall: S =0 D=vlog,1=0

Wenn kein Signal vorhanden ist, kann man auch nichts {ibertragen.

Grenzfall: S =N D=vlog,2=v

Ist die Rauschleistung gleich der Signalleistung,
so kann man "pro Vollschwingung" ein Bit libertragen.

Grenzfall: N =0 D = vlog,(1 + 00) = oo

Gibt es iiberhaupt keine Stérung, dann kann man (sogar bei jeder noch so kleinen
Grenzfrequenz) unendlich viel Information iibertragen.
Das ist korrekt! Ohne Storung kdnnte man unendlich viele Signalniveaus benutzen.
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4. Shannon-Theorem
Asymptotische Abschatzung
Frage: Was bringt eine Verdoppelung der Signalleistung?

Beobachte:  Verdoppelung der Signalleistung hat gleiche Wirkung
wie Halbierung der Rauschleistung.

v log, <1 + 2;) ~ v log, (2 . Ifl) =
S S )
v (Iog2(2) + log, (N>> =v+vlog, <N> ~ v+ vlog, (1 + N>

Antwort: Es bringt grob eine Zunahme der Datenrate um so viele [bit/s]
wie die Grenzfrequenz in [Hz] betragt.
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4. Shannon-Theorem
Grenzen des Shannon-Theorems

Frage: Warum bekommt man (iber eine alte Telefonleitung
deutlich mehr als 30 [kbit/s] durch?
Beispiel: Verschiedene DSL-Technologien bis 50 [Mbit/s] und mehr.

Modellannahmen bei Shannon:
@ harte obere Grenzfrequenz,

Q weilles Rauschen, mit Multiband-Technik auszunutzen
© keine weitere Kenntnis der Stdrungen. mit Vectoring auszunutzen
Antwort: Die Annahmen sind bei DSL nicht erfullt.

DSL nutzt das aus, mit Multiband-Ubertragung und Vectoring.

Wichtig: Man kann die Shannon-Grenze nicht durch Komprimierung schlagen.
Mogliche Gewinne durch Komprimierung sind bei Shannon schon "inbegriffen"
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